· Definizione:

Un numero “d” divide “a” se “a” è un multiplo intero di d. In formula con q numero intero
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· L’algoritmo di Euclide è una procedura algebrica con la quale, dati due interi positivi a, b, si può determinare il loro massimo comun divisore attraverso una serie di divisioni successive.

Si basa sulla relazione che lega gli elementi di una divisione con quoziente e resto: se a>b possiamo scrivere:
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L’identità scritta mostra che se un intero n divide sia a che b, deve dividere anche r infatti

Se indichiamo con n tale intero e con a’ e b’ i rispettivi quozienti ottenuti dividendo a e b per n

Si ha: 
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per cui anche r risulta divisibile per n.

Analogamente si dimostra che se un intero n divide sia “b” che “r”, deve dividere anche “a”.

Da questa affermazione discende che un numero è divisore comune di “a” e “b” se e solo se è divisore comune di “b” e “r”.

Tale ragionamento vale per qualsiasi divisore di “a” e “b” e quindi anche per il loro massimo divisore comune. Ne segue che  M.C.D (a;b) = M.C.D (b;r).

Questa conclusione è particolarmente utile in quanto permette di ricercare il M.C.D tra “a” e “b” utilizzando due numeri minori “b” e “r”.

Inoltre il procedimento ( l’argomento) si può iterare, con b e  r al posto di a, b. 

Facciamo un esempio pratico dell’algoritmo euclideo cercando il M. C. D. tra  a = 488 e b = 36

Iniziamo con lo scrivere la divisione con resto tra a e b 


[image: image6.wmf])

20

;

36

(

.

.

)

36

;

488

.(

.

.

20

36

13

488

D

C

M

D

C

M

=

Þ

+

×

=


                              
[image: image7.wmf])

16

;

20

.(

.

.

)

20

;

36

(

.

.

16

1

20

36

D

C

M

D

C

M

=

Þ

+

×

=


                               
[image: image8.wmf])

4

;

16

.(

.

.

)

16

;

20

.(

.

.

4

1

16

20

D

C

M

D

C

M

=

Þ

+

×

=


                                 
[image: image9.wmf]4

)

0

;

4

.(

.

.

)

4

;

16

.(

.

.

0

4

4

16

=

=

Þ

=

×

=

D

C

M

D

C

M

r

con


· 

Quando si trova una divisione con resto 0 l’algoritmo è concluso. 

Quindi il massimo comun divisore tra 488 e 36 è 4, ossia l’ultimo resto non nullo generato dall’algoritmo di 

Euclide. 

Il massimo comun divisore tra 488 e 36 si può ovviamente trovare anche fattorizzando i due numeri ma se i numeri di partenza sono molto grandi può risultare più conveniente il metodo delle divisioni successive. 

Se riutilizziamo, con una serie di sostituzioni successive, i vari passaggi al contrario riusciamo a trovare i due interi h e k tali 488h+36k=4 relazione che risponde al teorema di Bezout.

Riscriviamo di seguito i passaggi dell’algoritmo, tralasciando l’ultimo: 
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In conclusione 
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 e h=2 e k= -27 è una sua soluzione.
· Ma è l’unica?

Supponiamo che ve ne sia un’altra:
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Allora:
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 ma se 
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 deve essere un numero intero occorre che 
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 sia multiplo di 9 quindi:
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 e sostituendo
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Tale risultato, al variare di n nei naturali ci da le infinite soluzioni dell’equazione iniziale.
Riassumiamo l’equazione diofantea di primo grado 
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con a, b, c interi, possiede soluzioni se e solamente se c `e un multiplo  del loro M.C.D. 
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